Principio de Inducao

Como provar que a soma dos primeiros n nlimeros naturais é %n(n + 1),
para qualquer n € N7

Teorema 1.1.14 (Principio de inducéo)
Sejam k € No, Ny ={n e N | n> k} eS um subconjunto de Ny tal que:
(i) k €S;
(ii) Para qualquer n € Ny, sen€ S ention+1¢€ S.
Entdo, S = N,.
l Reformulando

Principio de inducéo)

Sejam k € N e ®(n) uma condicdo, com n € Ny,
tal que:

Q@ ®(k) é uma proposicdo verdadeira,

Q@ Vne Ny, &(n) = ®(n+ 1) é uma proposicdo verdadeira.
Ent3o,

(Vn € Ng) ®(n)

é uma proposicao verdadeira.

Teorema 1.1.16 (Principio de inducdo completa) (segundo principio
de inducao)

Sejam k € Ng, Ny ={n €N | n> k} e S um subconjunto de Ny tal que:
(i) k€S;
(ii) Para qualquer n € Ny, se t € S, para todo o
tedk,.... n}, ention+1€S
(ie. (YneNg) [(Vte k. ..., nf)teS|=n+1€S ).
Entdo, S = Ny l
Reformulando
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Principio de Inducdo completa (Segundo principio de indugéo)
Sejam k € N e ®(n) uma condicdo, com n € Ny, tal que:
@ &(k) é uma proposicdo verdadeira;
Q@ Yne N, [(Yk <t < n)d(t)] = d(n+ 1) é uma proposicdo
verdadeira.
Ent3o,
(Vn € Ng) d(n)

é uma proposicao verdadeira.

NuUmero de elementos de P(X)

Dado um conjunto finito X, denotamos por

X

o niimero de elementos (cardinal) de X.

Teorema 1.1.17
Seja X um conjunto com n elementos (n € Ny). Entao,

PX)| = 2"
Dem:
Pretende-se mostrar que para qualquer n € N,

“Se um conjunto tem n elementos entdo O cunjunto das suas
partes tem 2" elementos”.

Efectua-se a demonstracao por inducéo em n.

(1) Para n=0 tem-se P(X) = {0} e portanto 1P(X)] =1=2°

(2) Suponha-se agora gue todo o conjunto Y com n elementos

tem |P(Y)] =2", e mostre-se que se X tem n+1 elementos entdo
PX)| = 20+,
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Ora, se X tem n elementos entao

Sendo Y={ X1, X2 Xp }, tem-se que
[Y[=n

PY)| = 2",

pelo que por hipétese de indugao,
E facil constatar que
PX)=P(Y)U {ZU{Xpei} 1 Z €P(Y)}
e como
PY)N {ZU{Xpr1}: Z€P(V)} =0
entao
PX)| =P+ HZ UiXnet} 1 Z € P(Y)}
S LT, LU, B, T 2:1—|—1
provando-se o pretendido.

Concluséao: (1) e (2) permitem entao afirmar o enunciado do

teorema.
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